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Préface

La RMS, anciennement Revue de Mathématiques Spéciales, désormais Revue de la Filiere
Mathématique, a vu le jour en 1890 sous I'impulsion d’Henri Vuibert. Depuis cette date elle
a mis a la disposition des enseignants et étudiants de classes préparatoires aux grandes écoles
et de I’ensemble de la communauté mathématique, des articles, des problemes corrigés, des
questions-réponses et des exercices d’oraux posés aux concours de 1’année écoulée dont un
certain étaient corrigés pour leur intérét mathématique ou pédagogique propre ou pour leur
originalité.

Ces exercices corrigés ont toujours suscité un grand intérét des la part des lecteurs de
la RMS qui y trouvaient un instrument de travail de grande qualité. Méme si la plupart des
bonnes bibliotheques mathématiques disposent de collections completes de la RMS, il nous a
semblé intéressant de mettre a la disposition des enseignants, des étudiants et plus générale-
ment de I’ensemble de la communauté mathématique francophone des recueils des corrigés
parus au cours de ces 25 dernieres années, regroupés par themes, apres une relecture vigilante.

Dans ce laps de temps, les programmes des classes préparatoires ont évolué a plusieurs
reprises, si bien que quelques énoncés pourront apparaitre comme "hors-programme". Il en va
de mé&me de quelques solutions. C’est volontairement que nous avons renoncé a toute censure
de ce "hors programme" et que nous avons maintenu ces énoncés et ces solutions, d’une part
en raison de leur intérét mathématique propre et de leur originalité et d’autre part parce que
les programmes ne sont pas figés et sont certainement appelés a évoluer dans les prochaines
années. On peut espérer que certains sujets dont on peut regretter la disparition finiront par
revenir au grand jour. Les programmes passent mais les mathématiques restent.

Les énoncés et corrigés réunis dans ce volume ont été soigneusement relus et éventuelle-
ment corrigés par Guy Alarcon, membre du comité de rédaction de la RMS. Certains corri-
gés ont méme été completement réécrits. Cela a demandé a cet enseignant réputé un travail
considérable et le résultat est a la hauteur de ses efforts. Nul doute que chacun y trouvera un
instrument de travail d’une qualité exceptionnelle.

Nous voudrions remercier tout particulierement les lecteurs qui nous ont proposé tout au
long des ces années des solutions aux exercices qui leur étaient proposés. Nous tenons a leur
rendre un particulier hommage et nous avons choisi de conserver dans ces recueils les noms
de ces lecteurs, méme si nous avons été amené a réécrire certaines de leurs solutions dans un
souci d’homogénéité de ces ouvrages.

Nos pensées vont tout particulierement a Jacques Chevallet et André Warusfel qui ont
contribué de maniere décisive a la vie de la RMS et a sa rubrique des exercices corrigés. Un
grand merci également a Philippe Sylvestre et sa maison d’édition Rue des Ecoles qui ont
permis la survie et le développement de la RMS.

Pour le comité de rédaction de la RMS, Denis Monasse, rédacteur en chef.
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Epreuves orales corrigées
des concours d’entrée
aux grandes €coles

I. SUITES NUMERIQUES
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On pose f,(z) = 2" + 2" ' 4+ ... + 2 — 1 pour n € N*. Montrer qu’il existe un
unique élément a,, € R, tel que f,(a,) = 0. Montrer que la suite (a,,) a une limite
{ et trouver un équivalent de a,, — /.

RMS Année 1994 - numéro 142.

Pour tout z > 0, on a f, (x) = nz" ' 4+ ...+ 1> 1> 0. Dautre part, f,(0) = —1 et
fn(1) = n — 1. La fonction f,, étant strictement croissante et continue sur R, il existe un
unique élément a,, de R tel que f,,(a,) = 0. De plus, a,, €]0,1[sin > 2.
On a aussi fri1(ant1) = 0 = GZi} + fa(ans1) donc fr(ant1) < 0. 11 en résulte que
ant1 < ap. Ainsi, la suite (a,,) est décroissante positive donc convergente.

1— n+1
Pour z # 1, on peut écrire f,(z) = 2"+ ...+ +1 -2 = % — 2. On a donc
-z
1—antt
fulan) =0= n— — 2 pourn > 2 soit :
1—a,
2a, — 1 =a"*! (1)
Mais, pourn > 2,ona 0 < a, <as <1,d ol
0<a™ <aftt (2)

1
is lim a)*" =0.Compte tenude (1), lim a, = =
puis lim ay ompte tenu de (1) Jm a 5

n+1

Etudions maintenant (2a,, ) en prenant le logarithme :

In(2a,)" " = (n + 1) In(2a,) o (n+1)(2a, —1) = (n + 1)a™*!

o0

Or, I’encadrement (2) montre que liril (n 4 1)a™™ =0, d’olt lirf (2a,)"** = 1 puis
n—-+0o0 n—-+0oQ
1
— ontl .
2an, —1=a, ol ST
1 1
In =5 5 onte

RMS
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&

1 n
Soit (@, )ncn une suite réelle bornée. Montrer que — Z ai tend vers O si et seule-
n

k=0
ment s’il existe une partie A C N telle que :

1
lim a, =0 et lim — card (AN [0,n]) = 0.
ngA n—oo N

(Indication : considérer une suite (IV,,) telle que

et
A={keN/IpeN: N, <k<Npyietag| > ap}

ou «,, est a déterminer.)
RMS Année 1995 - numéro 134.

La condition est suffisante.
Considérons M > 0 tel que Vn € N, ai <M.
€

Pour tout e > 0 posons ¢’ = ———-

2(M +1)

Il existe un entier NV tel que :

Vn > N card(A N[0,n]) < e'n.

Alors pour toutn > N,ona:

n

1 1 — 1 —
ala] =gt g >

k=0
k¢ A k€A
1 n
2
< - E aji + Me'.
n
k=0
kgA

De plus lim a? = 0 donc il existe N' > 1 tel que :
n—+oo

ngA

Yn > N’ a? <€

Pour n > max(N, N’),ona:

1 n 1 N'—1 1
”[kzoa%} <= ];) ai+ﬁ(an'+1)s’+M5'

K
< —+ (M+1)e
n

RMS
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N'—1
N 2
ou K est la constante K = Z aj,.
k=0
k¢ A
K o K ¢
Comme — tend vers O il existe N” > 1telquen > N = — < 3
n n

Finalement pour n > max(N, N, N”)ona:

ZCL % (M+1) =e.
k=0

3\>~

La condition est nécessaire.
n

Comme C), = — Z a; | tend vers 0 il existe une suite strictement croissante d’entiers
" \i=o
(Np)pen- telle que :
1
No=0etVp>1 Vn>= N, Cng;
Considérons (o) une suite décroissante de réels strictement positifs, que nous fixerons ulté-
rieurement, et posons, pour p > 0,

Ap = {k €[Ny, Nppa1[/|ax| > ap}
A4 = 4.
p=>1

Pour tout entier n > Ny, il existe un unique entier p > 0 tel que n € [N, Npyq[etona:

1o 5 1 2
— > — card(A N0, .
- E ai > - ,;_0 ag > car ( 0,n])a;,

keA

1
p

Soit :

1 1
—card (AN [0,n]) < —-
n pa
Prenons o, = (p + 1)*%. alors :
1
lim —card AN[0,n] = 0.
n—4+oco n

De plus pour tout n ¢ A, soit p ’'unique entier tel que n € [N, N,11[ on a, par définition de
A, |ay| < ap. On déduit :

YVe>0 3ng: Vn>=ng n¢ A= |ay| <¢
1
(il suffit de prendre ng = N, avec py > 3) c’est-a-dire :

lim a, =0.
n—-+4oo
ngA
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