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REsuME. En utilisant uniquement des outils d’algebre linéaire, nous établissons quelques résultats rela-
tifs aux valeurs propres des matrices symétriques a coefficients rationnels.

AsstrAcT. On the set of eigenvalues of symmetric matrices with rational coefficients
By using only linear algebra, we establish some results relative to the eigenvalues of the symmetric
matrices with rational coefficients.

MorTs-CLES : nombres rationnels, nombres algébriques, matrices symétriques réelles, nombres totalement
réels.

Le sujet de 1’épreuve de Mathématiques A du concours X-ENS 2020 [XENS20] s’intéresse
aux valeurs propres des matrices symétriques a coefficients rationnels. Une telle matrice est
en particulier une matrice symétrique réelle donc, par le théoréme spectral, elle est diago-
nalisable sur R. Cependant, tout nombre réel n’est pas nécessairement valeur propre d’une
telle matrice. Le but principal du probléme est d’établir que 1’ensemble des valeurs propres
des matrices symétriques a coefficients rationnels est en fait le sous-corps de R formé par les
nombres dits « totalement réels », i.e. les réels qui sont racines de polyndmes de Q[X] scindés
sur R.

Le sujet posé a cette épreuve aborde une grande variété des themes du programme de MP
(arithmétique, algebre linéaire, séries entieres, algebre générale, algebre bilinéaire), ce qui
en fait un treés bon sujet de concours, riche et intéressant. Dans [dSP21], I’auteur fournit un
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éclairage particulierement pertinent sur ce theme en reformulant les énoncés en termes de
formes quadratiques, ce qui lui permet a la fois de simplifier certaines démonstrations et,
pour un nombre totalement réel donné x, d’obtenir, en fonction de x, une borne du plus petit
entier n tel que x soit valeur propre d’une matrice de S,,(Q).

Dans la présente note, nous allons aborder les choses sous un autre angle, en fournissant
une démonstration du résultat principal s’appuyant uniquement sur des résultats d’algebre
linéaire et en n’utilisant aucun outil d’algebre bilinéaire. Cette approche, tres différente, nous
amenera cependant a totalement négliger la taille des matrices mises en jeu. Pour beaucoup,
les arguments utilisés proviennent de [Kra58] qui s’intéresse a I’ensemble des valeurs propres
des matrices symétriques a coefficients dans un corps quelconque.

Avant de donner le plan de la démonstration, rappelons quelques notions et notations.

Dans toute la suite, si n € N* et si K est un sous-corps de C, on note M,,(K') I’ensemble
des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K, S,,(K) le sous-ensemble de M,,(K)
formé des matrices symétriques et M, 1 (K) I’ensemble des matrices colonnes a n lignes
dont les coefficients sont dans K. De plus, si E est une partie non vide de C, on désigne
par A(E) (resp. A;(E)) I’ensemble des valeurs propres complexes des matrices (resp. des
matrices symétriques) a coefficients dans E.

Soit K un sous-corps de C. Rappelons qu’un nombre complexe « est dit algébrique sur
K s’il existe un polynéme non nul P € K[X] tel que P(a) = 0. De plus, si K = Q,
on dit simplement que « est un nombre algébrique et on note Q 1’ensemble des nombres
algébriques.

Soit o un nombre algébrique sur K. L'ensemble Z,, = {P € K[X] | P(«) = 0} est un idéal
de K[X] non réduit au polyndme nul donc, comme K [X] est principal, il existe un unique
polyndme unitaire et irréductible 1, € K[X] qui engendre I’idéal Z,,. Le polyndme p,, est
appelé le polyndme minimal de « (sur K).

Un nombre algébrique « est dit totalement réel si i, est scindé sur R (ce qui implique évi-
demment que « est réel). On note & I’ensemble des nombres totalement réels. Dire que
a € Z est équivalent a dire qu’il existe un polynéme P € Z,, scindé sur R. Remarquons que,
dans ce cas, u, est simplement scindé sur R puisqu’il est irréductible et donc premier avec
son polyndome dérivé.

Le but principal de ce texte est d’établir le résultat suivant : I’ensemble A4(Q) des valeurs
propres des matrices symétriques a coefficients dans Q coincide avec 1’ensemble Z des
nombres totalement réels. On en déduira en particulier que I’ensemble Z est un sous-corps de
C. Remarquons d’ores et déja que si A est valeur propre d’une matrice symétrique M a coeffi-
cients rationnels alors, d’apres le théoréme spectral, M est diagonalisable sur R donc p, qui
divise le polyndme minimal de M, est scindé sur R et ainsi A;(Q) C Z. La démonstration
de I’inclusion réciproque est plus délicate et se fera en trois grandes étapes :

e dans une premiere partie, nous étudierons le cas spécifique des racines carrées et mon-
trerons que, pour tout rationnel r > 0, /7 € A4(Q);
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e dans une deuxiéme étape, nous montrons que A4 (Q) est stable par Ag, en d’autres

termes que As(A4(Q)) = A4(Q);

e dans une troisieme et derniere étape, nous construirons, pour x € %, une matrice symé-
trique M dont les coefficients sont des rationnels ou des racines carrées de rationnels
— et donc des éléments de A;(Q) d’apres la premiére étape — telle que z soit valeur
propre de M, ce qui suffira pour conclure d’apres la deuxieme étape.

1. Cas des racines carrées

Le sujet [XENS20] commence par I’étude du cas des racines carrées. On y montre en par-
ticulier que v/2 est valeur propre d’une matrice de S, (Q) alors que ce n’est pas le cas de

V3.

Méme si ce n’est pas nécessaire pour notre but final, il est intéressant de chercher une carac-
térisation des entiers naturels n tels que v/n soit valeur propre d’une matrice de So(Q).

Fait 1. — Soit n un entier naturel. Alors, \/n est valeur propre d’une matrice de So(Q) si et
seulement si n peut s’écrire comme la somme de deux carrés d’entiers.

Démonstration. Clairement, si n est un carré parfait alors v/n est valeur propre de la matrice
Vnly € So(Q). Supposons que n n’est pas un carré parfait et que \/n est valeur propre d’une

matrice M = <a b

b c) € S2(Q). Alors, le polynéme caractéristique de M est

=X —a)(X —¢c)—b*=X%—(a+c)X +ac—b°.

Comme +/7 est valeur propre de M, x 3 (v/n) = 0 donc n+ ac —b* — (a+c)y/n = O et, par
s

irrationalité de /7, on en déduit que ¢ = —a et a® + b = n. En écrivant, a = n eth = n

avec r, s et t entiers, il s’ensuit que r? + s2 = nt?. Ainsi, par le théoréeme des deux carrés
de Fermat (voir, par exemple, [Duv07, Th. 6.2, p. 61]), pour tout nombre premier p tel que
p = 3 [4], la valuation p-adique de nt? est paire. Il s’ensuit que, pour tout nombre premier
p tel que p = 3 [4], la valuation p-adique de n est paire et donc, par le sens réciproque du
théoreme des deux carrés, n est une somme deux carrés d’entiers.

Réciproquement, s’il existe deux entiers u et v tels que n = u?+v? alors on vérifie facilement
. u v
que +/n est valeur propre de la matrice <v —u) € S(Q).

Ainsi, on conclut que v/n est valeur propre d’une matrice de Sz(Q) si et seulement si n est
somme de deux carrés d’entiers (ce qui inclut le cas ol n est un carré parfait en écrivant

n=+vn +02). cqfd
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