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Écoles Normales Supérieures - MP

Algèbre

1. [L] Soit a = (ak)k∈Z ∈ {0, 1}Z. Pour n ∈ N∗, on appelle n-bloc de a tout n-uplet
(ak, . . . , ak+n−1).
a) On suppose qu’il existe m ∈ N∗ tel que le nombre de m-blocs de a soit majoré par m.
Montrer que a est périodique.
b) Que peut-on dire si le nombre de m-blocs est majoré par m+ 1?

2. [L] ⋆ Soit φ l’indicatrice d’Euler.

a) Montrer que ∀n ∈ N∗, φ(n) ⩾
√
n

2
.

b) Existe-t-il C ∈ R+∗ tel que ∀n ∈ N∗, φ(n) ⩾ Cn?

3. [L] ⋆ Résoudre dans Z2 l’équation y3 = x2 + 1.

4. [L] ⋆ Pour n ∈ N∗, on pose σ(n) =
∑

1⩽d<n
d |n

d.

Soit (xn)n⩾0 définie par : x0 ∈ N∗ et ∀n ∈ N, xn+1 = σ(xn). Soit N ∈ N∗. Montrer qu’il
existe x0 ∈ N∗ tel que la suite (x0, . . . , xN ) soit strictement croissante.
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14 Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures - MP

5. [PLSR] ⋆ a) Soient x un réel et Q un entier strictement positif. Montrer qu’il existe des

entiers p, q tels que 1 ⩽ q ⩽ Q et
∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ⩽ 1

qQ
·

b) Soit P ∈ Z[X] unitaire et irréductible dans Q[X], de degré n ⩾ 2. Soit x une racine de P .
Montrer qu’il existe une constante c > 0 telle que, pour tout rationnel r ∈ Q, d’écriture
r =

p

q
sous forme irréductible, on ait

∣∣∣x− p

q

∣∣∣ ⩾ c

qn
·

6. [P] Si (G,+) est un groupe abélien et si A et B sont deux parties non vides de G, on pose
A+B = {a+ b ; (a, b) ∈ A×B}.
a) Soit d ∈ N∗. Quelles sont les parties finies A de Rd telles que |A+A| ⩽ |A|?
b) Soit (G,+) un groupe abélien.
Quelles sont les parties finies de G telles que |A+A| = |A|?

7. [P] ⋆ Soit n ⩾ 2 un entier. On note ℓ̄ la réduction modulo n de l’entier ℓ. Si f est une
fonction de Z/nZ dans C, on note Supp(f) = {x ∈ Z/nZ ; f(x) ̸= 0}. Soit f une fonction

de Z/nZ dans C non identiquement nulle. On pose, pour k ∈ Z, f̂(k̄) =
n−1∑
j=0

f(j̄)e−2iπkj/n.

Montrer que |Supp(f)| × |Supp(f̂)| ⩾ n.

8. [PLSR] ⋆ Soient (A,+,×) un anneau commutatif et M un idéal de A. On dit que M est
maximal si M est différent de A et si tout idéal de A contenant M est égal à M ou à A.
a) Soit M un idéal de A. Montrer que M est maximal si et seulement si, pour tout a ̸∈ M ,
il existe x ∈M et u ∈ A tels que 1 = x+ u× a.
b) Soient (B,+,×) un anneau commutatif et f : A → B un morphisme surjectif de A
sur B. Montrer que si M est un idéal maximal de A alors, soit f(M) = B, soit f(M) est un
idéal maximal de B.
c) Soit K un corps. Déterminer les idéaux maximaux de K[X].
d) Soit M un idéal maximal de Z[X] tel que M ∩ Z ̸= {0}.

i) Montrer qu’il existe p premier tel que M ∩ Z = pZ.
ii) Montrer qu’il existe des éléments irréductiblesP etQ de Z[X] tels queM = (P )+(Q).

9. [PLSR] ⋆ Un anneau intègre A est dit euclidien s’il existe une fonctionN : A\{0} → N
telle que pour tout (a, b) ∈ A× (A \ {0}), il existe un couple (q, r) ∈ A2 tel que a = bq + r
et si r ̸= 0 alors N(r) < N(b).
a) Montrer que Z[i], défini comme {a+ ib, (a, b) ∈ Z2}, est euclidien.
b) Énoncer un théorème d’existence et d’unicité de décomposition en facteurs irréductibles
dans Z[i].
c) Montrer que pour tout réel ε > 0, le cardinal de {(a, b) ∈ Z2 : a2+b2 = R2} est dominé
par Rε quand R tend vers +∞.

10. Soit K une R-algèbre de dimension finie, contenant R et telle que tout élément non nul
de K est inversible.
a) Soit a ∈ K \ R. Montrer que R[a] = {P (a), P ∈ R[X]} est une sous-algèbre de K
isomorphe à C.
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b) On suppose dans cette question que dimK vaut 2, 3 ou 4. Montrer que K est isomorphe
à C ou à l’algèbre de quaternions Vect(1, i, j, k), où i, j, k vérifient les relations :
ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j et i2 = j2 = k2 = −1.

11. [L] ⋆ Soit n ∈ N∗. Déterminer la somme µn des racines primitives n-ièmes de l’unité.

12. ⋆ [L] Un nombre complexe est un entier algébrique s’il annule un polynôme unitaire de
Z[X].
a) Montrer que l’ensemble des entiers algébriques est un sous-anneau de C.
b) On appelle unité tout inversible de l’anneau des entiers algébriques. Montrer que, si q est

une racine n-ième primitive de 1 et m ⩾ 2 un entier premier avec n, alors
qm − 1

q − 1
est une

unité.
c) Montrer qu’un nombre complexe est une unité si et seulement s’il annule un polynôme
P ∈ Z[X] unitaire tel que P (0) = ±1.

13. [L] Déterminer les P ∈ Z[X] tels que ∀z ∈ U, |P (z)| ⩽ 1.

14. [P] Trouver les P ∈ R[X] tels que P (R \Q) ⊂ R \Q.

15. [L] Déterminer toutes les fonctions ν : C[X]\{0} → Z vérifiant les conditions suivantes :
i) ν(α) = 0 pour tout α ∈ C∗ ;
ii) ν(PQ) = ν(P ) + ν(Q) pour tous P,Q dans C[X] \ {0} ;
iii) ν(P +Q) = min(ν(P ), ν(Q)) pour tous P,Q dans C[X] \ {0} tels que ν(P ) ̸= ν(Q).

16. Soient P ∈ Z[X] et a ∈ Z.
a) Montrer qu’il existe Q ∈ Z[X] tel que P (X + a) = P (a) + P ′(a)X +Q(X)X2.
b) Soient b ∈ Z et p premier. Montrer que P

(
a+ b pk

)
≡ P (a) + P ′(a) bpk [pk+1].

c) Soit x ∈ Z tel que P (x) ≡ 0 [p] et P ′(x) ̸≡ 0 [p]. Montrer qu’il existe une suite (xk)k⩾1

d’entiers telle que : ∀k ∈ N∗, P (xk) ≡ 0 [pk+1] et xk ≡ x [p].
d) Trouver toutes les solutions de 5x3 + x2 − 1 = 0 dans Z/125Z.

17. [PLSR] ⋆ Soient f1, . . . , fk des formes affines sur Rn. Montrer l’équivalence entre les
deux propositions suivantes :
(i) le système fi(x) ⩾ 0 pour 1 ⩽ i ⩽ k n’admet aucune solution ;

(ii) il existe λ1, . . . , λk ∈ R+ tels que
k∑
i=1

λifi = −1.

18. ⋆ Soit A ∈ Mn(R). Pour X ∈ Rn, on note |X| = (|xi|)1⩽i⩽n. On considère la
fonction δA : X ∈ Rn 7→ |AX|. On suppose que chaque ligne de A contient exactement un
terme égal à 1, exactement un terme égal à −1, tous les autres termes étant nuls. On suppose
enfin qu’il existe une puissance de A dont tous les coefficients sont pairs.
Montrer que pour tout X ∈ Zn, la suite (δkA(X))k∈N est stationnaire de valeur ultime 0.

19. [PLSR] ⋆ On note GLn(Z) l’ensemble des matrices de Mn(Z) inversibles dans Mn(Z).
a) Soit A ∈ Mn(Z). Montrer que A est dans GLn(Z) si et seulement si detA = ±1.
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16 Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures - MP

b) Soient a, b ∈ Z. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que (a, b)T

soit la première colonne d’une matrice de GL2(Z).
c) Soient a1, . . . an des entiers relatifs premiers entre eux dans leur ensemble. Montrer que
(a1, . . . , an)

T est la première colonne d’une matrice de GLn(Z).
d) Soient U, V ∈ Zn. Donner une condition nécessaire et suffisante sur U et V pour qu’il
existe une matrice A ∈ GLn(Z) dont la première colonne soit U et la deuxième V .

20. [P] Soit A ∈ Mm(R), vérifiant pour tout (i, j) ∈ [[1,m]]2, Ai,j ⩾ 0. Pour 1 ⩽ i ⩽ m, on
définit di = pgcd

{
k ∈ N∗, (Ak)i,i > 0

}
.

a) On suppose : ∃k ∈ N, ∀(i, j) ∈ [[1,m]]2, (Ak)i,j > 0. Montrer que d1 = 1.
b) On suppose : ∀(i, j) ∈ [[1,m]]2, ∃k ∈ N, (Ak)i,j > 0. Montrer que les di sont tous
égaux.
c) Avec la même hypothèse, montrer la réciproque de la première question.

21. [L] ⋆ Soient n ∈ N∗, K un corps. Déterminer les automorphismes de l’algèbre Mn(K).

22. [PLSR] Soient m et n deux entiers ⩾ 2, P et Q dans C[X] de degrés respectifs m et n,
ΦP,Q l’application de Cn−1[X]× Cm−1[X] dans Cm+n−1[X] définie par

∀(U, V ) ∈ Cn−1[X]× Cm−1[X], ΦP,Q(U, V ) = UP + V Q.

On note M(P,Q) la matrice de ΦP,Q dans les bases(
(1, 0), . . . , (Xn−1, 0), (0, 1), . . . , (0, Xm−1)

)
et

(
1, . . . , Xm+n−1

)
et D(P,Q) le déterminant de MP,Q.
a) Calculer D(P,Q) si m = n = 3.
b) Relier D(P,Q) et D(Q,P ).

c) On pose P = α

m∏
i=1

(X−λi),Q = β

n∏
j=1

(X−µj). Montrer queD(P,Q) = βm
n∏
j=1

P (µj).

d) Montrer que l’ensemble des matrices de Mn(C) ayant exactement n valeurs propres
(distinctes) est un ouvert de Mn(C).

23. Soit p un nombre premier.

a) Montrer que le groupe SL2(Z/pZ) est engendré par les matrices
(
1 1
0 1

)
et
(
1 0
1 1

)
.

b) Montrer que le groupe SL2(Z) est engendré par les matrices
(
1 1
0 1

)
et
(
1 0
1 1

)
.

24. [PLSR] SoitA ∈ M2(R) telle que |detA| = 1. On suppose que les valeurs propres com-
plexes de A sont de module différent de 1. Montrer que A est diagonalisable dans M2(R).

25. [SR] a) SoitA ∈ Mn(C). Pour (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, on poseLi(A) =
∑

k∈{1,...,n}\{i}

|ai,k|

et Cj(A) =
∑

k∈{1,...,n}\{j}

|ak,j |.
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Montrer que toute valeur propre de A appartient à
n⋃
i=1

Df (ai,i, Li) et à
n⋃
j=1

Df (aj,j , Cj).

b) Soit a0, . . . , an−1 dans C. On pose P = Xn −
n−1∑
k=0

akX
k ainsi que

C(P ) =



0 0 · · · 0 a0

1 0
. . .

... a1

0
. . . . . . 0

...
...

. . . 0 an−2

0 · · · 0 1 an−1


. Montrer que χC(P ) = P .

c) Avec les données de la question précédente, montrer que toute racine de P est dans
Df (0,M) où M = max0⩽i⩽n−1(1 + |ai|).
d) Soit P ∈ R[X] unitaire de degré n. Soit (Pk)k⩾0 une suite de polynômes unitaires de
degré n convergeant vers P (au sens d’une norme arbitraire sur Rn[X]). Soit z0 une racine
de P de multiplicité d. Soit ε > 0. Montrer que, pour k assez grand, Do(z0, ε) contient au
moins d racines de Pk comptées avec multiplicité.

26. [PLSR] Soient A et B deux matrices complexes telles que AB − BA ∈ Vect(A,B).
Montrer que A et B ont un vecteur propre commun.

27. [PLSR] Soient A ∈ Mn(C), B ∈ Mm,n(C) et K =


B
BA

...
BAn−1

.

a) Montrer que rgK = n si, et seulement si, pour tout λ ∈ C, KerB∩Ker(A−λIn) = {0}.
b) Montrer que rgK = n si et seulement si, pour tout λ ∈ C, en notant (ej)j∈J une base de
Eλ(A), la famille (Bej)j∈J est libre.

28. [L] ⋆ Soit A ∈ GLn(R) trigonalisable sur R.

a) Montrer l’existence de S(A) =
2

π

∫ +∞

0

A (t2In +A2)−1 dt.

b) Déterminer les valeurs propres de S(A).
c) Montrer que S(A) est diagonalisable.

29. [SR] Si G est un groupe, on appelle représentation de G tout couple (V, ρ) où V est un
C-espace vectoriel de dimension finie et ρ un morphisme de G dans GL(V ).
a) Indiquer une bijection entre les représentations de Z et les couples (V, u) où V est un
C-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ GL(V ).
b) Si n ∈ N∗, indiquer une bijection entre les représentations de Z/nZ et les couples (V, u)
où V est un C-espace vectoriel de dimension finie et u un élément de GL(V ) tel que
un = idV .
c) En considérant les isométries d’un triangle équilatéral, déterminer une représentation
(V, ρ) de S3 avec V de dimension 2 et ρ injectif.
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18 Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures - MP

30. Soit G un groupe fini et ρ un morphisme de groupes de G dans GL(Cn). Pour w dans
Cn, soit fw l’application de G dans Cn définie par : ∀g ∈ G, fw(g) = w − ρ(g)(w).
a) Montrer que, pour w ∈ Cn et (g, g′) ∈ G2, on a fw(gg′) = fw(g) + ρ(g)(fw(g

′)).
b) Soit F est un sous-espace vectoriel de Cn stable par tous les ρ(g) lorsque g parcourt G.
Montrer qu’il existe un supplémentaire de F dans Cn stable par tous les ρ(g).
c) Soit f : G → Cn tel que : ∀(g, g′) ∈ G2, f(gg′) = f(g) + ρ(g)(f(g′)). Montrer qu’il
existe w ∈ Cn tel que f = fw.

31. [SR] Si G est un groupe, on appelle représentation de G tout couple (V, ρ) où V est un
C-espace vectoriel de dimension finie et ρ un morphisme de G dans GL(V ).
a) Si n ∈ N∗, indiquer une bijection entre les représentations de Z/nZ et les couples (V, u)
où V est un C-espace vectoriel de dimension finie et u un élément de GL(V ) tel que
un = idV . On suppose dans la suite que G est un sous-groupe commutatif et fini.
b) Soit (V, ρ) une représentation de G. Montrer que V est somme directe de droites stables
par les éléments de G.
c) Montrer que les représentations (V, ρ) de G telles que V est de dimension 1 s’identifient
aux morphismes de G dans C∗.
d) Soit χ un morphisme non trivial de G dans C∗. Calculer

∑
g∈G

χ(g). Si χ1 et χ2 sont deux

morphismes distincts de G dans C∗, que vaut
∑
g∈G

χ1(g)χ2(g)?

e) Soient (V1, ρ1) et (V2, ρ2) deux représentations de G. Construire une représentation de G
de la forme (L(V1, V2), ρ).

32. [P] ⋆ Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E). Mon-
trer qu’il y a équivalence entre les deux conditions suivantes :
- tout sous-espace de E stable par u a un supplémentaire stable par u ;
- le polynôme minimal de u est produit de facteurs irréductibles unitaires distincts.

33. [P] ⋆ Soit M ∈ Mn(R) diagonalisable sur C. Donner une matrice de Mn(R) simple
semblable à M sur R.

34. [PLSR] Soit p un nombre premier.
a) Déterminer les matrices A de Mp(C) telle que Ap = Ip.
b) Déterminer les matrices A de Mp(Q) telle que Ap = Ip.

35. [L] Soit n ∈ N∗ et A ∈ Mn(R). On pose φA :M ∈ Mn(R) 7→ AM −MA.
a) Montrer que φA est nilpotent si A est nilpotente.
b) Montrer que φA est diagonalisable si A est diagonalisable.
c) Montrer que φA est trigonalisable si A est trigonalisable.

36. [PLSR] a) Soient A ∈ Mn(C) et ΦA : M ∈ Mn(C) 7→ AM + MA ∈ Mn(C).
Montrer que ΦA est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.
b) Soit P ∈ Mn(C). Donner une partie W dense dans Mn(C) telle que, pour tout U ∈ W ,
il existe un unique V ∈ Mn(C) tel que UV + V U = P .
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37. [P] ⋆ Soient A et B deux matrices de Mn(C) telles que [A,B] = AB − BA soit de
rang majoré par 1. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.

38. [PLSR] ⋆ Soit A une sous-algèbre de Mn(C) dont le seul élément nilpotent est la
matrice nulle. Montrer que les éléments de A sont simultanément diagonalisables.

39. [SR] On considère le produit scalaire sur R[X]

(P,Q) 7−→ ⟨P,Q⟩ =
∫ 1

0

P (t)Q(t)dt.

a) Montrer qu’il existe une suite orthonormée (Pn)n∈N d’éléments de R[X] telle que, pour
tout n, degPn = n.
b) Soit n ∈ N∗. Montrer que Pn possède n racines simples situées toutes dans ]0, 1[.
On fixe n ∈ N∗ et on note α1, . . . , αn les racines de Pn.
c) Montrer que les R 7→ R(αi) pour 1 ⩽ i ⩽ n forment une base de Rn−1[X]∗.
d) Montrer qu’il existe des réels λ1, . . . , λn tels que, pour tout P ∈ R2n−1[X], on ait∫ 1

0

P (t)dt =

n∑
i=1

λiP (αi).

Donner une expression de λi ainsi que son signe.

40. [PLSR] Soit (E, ⟨ , ⟩) un espace euclidien de dimension n.
a) On considère S ⊂ E fini avec |S| ⩾ n+ 2. Démontrer qu’il existe une partition de S en
deux ensembles A et B tels que Conv(A) ∩ Conv(B) ̸= ∅.
b) Soient N ⩾ n+1 et K1, . . . ,KN des parties convexes de E. On suppose que, pour toute
partie J ⊂ [[1, N ]] de cardinal n+ 1,

⋂
j∈J

Kj ̸= ∅. Montrer que
⋂

j∈[[1,N ]]

Kj ̸= ∅.

c) Soient R et B deux parties finies non vides de E. On dit que R et B sont séparables
strictement s’il existe un hyperplan H d’équation ⟨x, a⟩ = b tel que, pour tout y ∈ R,
⟨y, a⟩ < b et pour tout z ∈ B, ⟨z, a⟩ > b.
On suppose que, pour tout S ⊂ E fini avec |S| = n + 2, R ∩ S et B ∩ S sont séparables
strictement. Montrer que R et B sont séparables strictement.

41. [PLSR] Soit E l’espace des fonctions f de C∞(R,C), qui sont 2π-périodiques. Pour

f, g ∈ E, on pose ⟨f, g⟩ =
∫ 2π

0

f(x) g(x)dx. Pour n ∈ Z, on pose en : x ∈ R 7→ 1√
2π

einx.

a) Montrer que (en)n∈Z est orthonormée.
On pose EN = VectC ((en)−N⩽n⩽N ). Soit A l’endomorphisme de EN tel que, pour tout

n ∈ [[−N,N ]], Aen = nen. Si f ∈ EN , on pose, pour x, t ∈ R2, v(x, t) =
(
eitA

2

f
)
(x).

b) Montrer que i
∂v

∂t
− ∂2v

∂x2
= 0.

c) Calculer, pour t ∈ R,
∫ 2π

0

|v(x, t)|2 dx.
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Soit F l’espace des fonctions de classe C∞ de R2 dans C, périodiques dans les deux variables.
Si n, j ∈ Z2, on pose en,j(x, t) = en(x) ej(t). On pose FN = VectC

(
(en,j)|n|⩽N, |j|⩽N2

)
.

Enfin, on pose, pour f, g ∈ F , ⟨f, g⟩ =
∫ 2π

0

∫ 2π

0

f(x, t) g(x, t)dxdt.

d) Montrer que (en,j)(n,j)∈Z2 est orthonormale.
e) Montrer que |v|2 appartient à F2N . Donner ses coordonnées dans la base (en,j). En dé-

duire
∫ 2π

0

∫ 2π

0

|v(x, t)|4dxdt ⩽ C∥f∥4, où C est une constante indépendante de f .

42. [P] ⋆ Soit A ∈ Sd(R) à coefficients strictement positifs. Montrer qu’il existe v unitaire
à coefficients strictement positifs tel que : ∀x ∈ Rd, Anx −→

n→+∞
⟨x, v⟩v.

43. [SR] On munit Rn de sa structure euclidienne canonique.
a) Soit u ∈ Rn unitaire. Donner l’expression de la projection orthogonale de x ∈ Rn sur
Vect(u) et sur Vect(u)⊥.
Soit A ∈ Sn(R) de valeurs propres λ1, . . . , λn avec |λ1| > |λ2| > · · · > |λn|, e1, . . . , en
des vecteurs propres unitaires respectivement associés à λ1, . . . , λn.
b) Soit x0 ∈ Rn tel que ⟨x0, e1⟩ ≠ 0. On considère les suites (xk)k⩾0 et (ℓk)k⩾1 telles que,

pour tout k ∈ N, xk+1 =
Axk

∥Axk∥
et ℓk+1 = ⟨Axk, xk⟩.

Déterminer les limites éventuelles de (xk)k⩾0 et de (ℓk)k⩾1.
c) Expliciter une suite convergeant vers λ2 sachant qu’on ne connaît pas explicitement e1.

44. [SR] Soit A ∈ Mm,n(R).
a) Montrer que ATA est diagonalisable sur R à valeurs propres positives.
On note µr ⩾ µr−1 ⩾ · · · ⩾ µ1 > 0 ses valeurs propres strictement positives comptées avec
multiplicité. Pour k ∈ [[1, r]], on pose σk =

√
µk.

b) Montrer qu’il existe deux matrices U ∈ Om(R) et V ∈ On(R) telles que A = UΣV T ,
où Σ ∈ Mm,n(R) a pour coefficients diagonaux σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0, et tous ses coefficients
hors-diagonale nuls. Une telle décomposition est-elle unique?

45. [PLSR] Soit A ∈ S++
n (R). Soient λ1 ⩽ · · · ⩽ λn ses valeurs propres. On note ∥ ∥ la

norme euclidienne canonique sur Rn.

a) Montrer que : ∀X ∈ Rn, ∥X∥4 ⩽ ⟨AX,X⟩⟨A−1X,X⟩ ⩽ 1

2

(√
λn
λ1

+

√
λ1
λn

)2

∥X∥4.

b) Soit b ∈ Rn. On considère f : X ∈ Rn 7→ ⟨AX,X⟩ − ⟨B,X⟩ ∈ R. Soit X∗ l’unique
point de Rn où f atteint son minimum. On définit récursivement la suite (Xk)k∈N de vecteurs
de Rn par X0 ∈ Rn et, pour k ∈ N, Xk+1 = Xk − ρk∇f(Xk) où ρk > 0 minimise
Xk − ρ∇f(Xk). Montrer la bonne définition des objets, puis montrer que Xk → X∗ et
étudier la vitesse de convergence.

46. [L] ⋆ Soit S une involution de Mn(R) c’est-à-dire un endomorphisme de Mn(R) tel
que, pour tous A,B dans Mn(R), S(AB) = S(B)S(A) et S2 = id. On dit qu’une forme
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bilinéaire b sur Rn est non dégénérée si, pour tout x non nul de Rn, l’application y 7→ b(x, y)
est non nulle.
Montrer qu’il existe une forme bilinéaire non dégénérée b sur Rn symétrique ou antisymé-
trique telle que, pour tous X,Y ∈ Rn et A ∈ Mn(R), b (AX,Y ) = b (X,S(A)Y ).

47. [PLSR] Soientm et n deux éléments de N∗,A ∈ Mn(R) etB ∈ Mn,m(R). On suppose
que −(A+AT ) ∈ S++

n (R) .
On note (E) l’équation AX +XAT = BBT d’inconnue X ∈ Mn(R).

a) Montrer l’existence de R =

∫ +∞

0

etABBT etA
T

dt.

b) Montrer que R est la seule solution de (E).

48. [PLSR] ⋆ Soient n et m dans N∗, u1, . . . , um des vecteurs unitaires de Rn, c1, . . . , cm

dans R+∗ et Mi = ui u
⊤
i . On suppose que

m∑
i=1

ciMi = In.

a) Soient θ1, . . . , θm ∈ R. On pose X =

m∑
i=1

ciθiui.

i) Montrer que ∥X∥2 =

m∑
i=1

ci ⟨X,ui⟩2.

ii) Montrer que ∥X∥2 ⩽
m∑
i=1

ciθ
2
i .

b) Soit A ∈ Sn(R). Montrer que det(A) ⩽
m∏
i=1

∥Aui∥ci .

c) Même chose avec A ∈ Mn(R).
d) Soit M ∈ S++

n (R). Montrer qu’il existe une matrice A ∈ SLn(R) telle que

det(M)1/n =
1

n
tr(ATAM).

49. [PLSR] Soient A ∈ Sn(R), C ∈ Mm,n(R) et B ∈ Sm(R) ∩ GLm(R). On pose M =(
A CT

C B

)
. Montrer queM est positive si et seulement siB etA−CTB−1C sont positives.

50. [SR] Soit A ∈ GLn(R). On admet qu’il existe une unique décomposition A = OS où
O ∈ On(R) et S ∈ S++

n (R). Montrer qu’il existe une unique suite (Xk)k⩾0 d’éléments de

Mn(R) telle que X0 = A et ∀k ∈ N, Xk+1 =
1

2
Xk

(
In + (XT

k Xk)
−1
)
, puis étudier la

convergence de cette suite.

51. [SR] ⋆ a) Pour A,B,C dans Mn(R), montrer que∣∣∣∣ A B
0 C

∣∣∣∣ = det(A) det(C),

∣∣∣∣ A B
B A

∣∣∣∣ = det(A−B) det(A+B),

∣∣∣∣ A −B
B A

∣∣∣∣ ⩾ 0.

Le but de l’exercice est de démontrer que, pour A et B dans Sn(R), on a AB = 0 si et
seulement si, pour tout (x, y) ∈ R2, det(In − xA− yB) = det(In − xA) det(In − yB).
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